ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΑ 


Ρητός: Ἐίναι κάθε αριθµός α, Ὑγια τον οποίο υπάρχουν ρεβῤρ και 


. 


αεβρ᾽ταξΞξ-. 
4 


Σύμφωνα µε τον παραπάνω ορισμό: 


ο Όλοι οι ακέραιοι είναι ρητοί ο ποτ στ] 


ο Όλοι οι δεκαδικοί τερματιζόµενοι είναι ρητοί ο 2159: τὴ 


1000 
ο Όλοι οι δεκαδικοί περιοδικοί είναι ρητοί. 
Για παράδειγµα, αν έχω τον αριθµό 
αξ 5.232/41741741741 741... 
Τότε 100.000α - 523741.741741741741... 
.0θα-  523.741741741741... 


Με αφαίρεση κατά µέλη θα έχω: 
100.000α --10θα - 523741.741741...-- 523,1741741... 





ή 909.000α -- 523115.00000... 
: 223118 
η οι 

99 900 


Ὑπό ευρείαν έννοια, μπορούμε να δεχθούμε, ότι και οἱ ακέραιοι και οι 


δεκαδικοί τερματιζόµενοι είναι περιοδικοί µε περίοδο το 0 ή καιτο9 


π.χ. 5- 5.0000000... 
247 - 2470000000... 
2Ξ4ω9ροοοοο... 


2047 -2.46999909.... 
Έτσι μπορούμε να ισχυρισθούµε ότι: 


“Ῥητοί είναι οι (υπό ευρείαν έννοια) δεκαδικοί περιοδικοί και µόνον αυτοί”. 


Χαρακτηριστή για την αντίληψή µας περί του πλήθους των δεκαδικών 


τερματιζόµενῶων σε σχέση µε τους ρητούς µή τερµατιζόµενους περιοδικούς, 


είναι η παρακάτω παρατήρηση: 


ο Ένα ανάγὠγο κλάσμα αν παριστάνει δεκαδικό τερµατιζόµενο, αν και µόνο 
4 


αν «Ξ-2”.5’ µε μεὸ. νεὸ. 


Σύμφωνα µε την παραπάνω παρατήρηση, μπορούμε να ισχυρισθούµε, ότι 


“σχεδόν όλοι οι ρητοί, είναι περιοδικοί, ακόµα και υπό την στενή έννοια”. 








Παραδείγματα: 
3 9142857 142457... 
3 3 3.5 δώ ο 
κ αμ λε, λα ροκ: 0,75 
4 2 2.5 (2:5) 10” 100 
7. Τ.2 14 
ο ο ο ο ος 
5 5-2 10 
1 1 11.5 ορ ορ αν, 


20 22.5 32.5 {02.5 100 


Ουσιαστικά δηλαδή, δεκαδικούς τερµατιζόµενους παριστάνουν µόνο τα 
κλάσματα που μπορούν να μετατραπούν σε ισοδύναμα µε παρονομαστή 


δύναμη του 10. 
Άρρητος: Είναι κάθε αριθµός α που δεν είναι ρητός. 


Ύπαρζη αρρήτου: Ἱστορικά η πρώτη ανακάλυψη αρρήτου αφορά τον γ2, κάτι 
που έγινε απὀ τους Πυθαγόρειους. Η απόδειξη της αρρητότητας του ο. 
επέφερε κλονισμό και κατάρρευση σε όλη τη φιλοσοφική θεώρηση και 
κοσµοαντίληψη των Πυθαγορείων, αφού πίστευαν ότι τα πάντα στη φύση 


περιγράφονται απὀ ακέραιες αναλογίες. 


Πρόταση 1. Ο γ2 είναι άρρητος. 


Απόδειξη: Έστω ότιο 2 είναι ρητός. Τότε υπάρχουν ΡρΕΡ καιφεβ᾽ έτσι 
ώστε ν2- τι Μάλιστα, μπορώ να υποθέσω ότι (Ρ.ᾳ9)ΞΙ. διότι κάθε κλάσμα 
4 


δύναµαι να το απλοποιώ, καθιστώντας το ανάγώγο. 


Ἔτσι: πρι τ - 
4 
(92)’ 1] - 
4 
24 ρ' -» (0) 


ο ρ’ είναι άρτιος -» (διότι κάθε περιττός δίνει περιττό τετράγωνο) 


ΡΞ2Λ, λεὺὸ-» 


ϱ) -4λ 5 (1) 
24--4Λ’ 
α΄ -2)Λ2 -» 


4” άρτιος -» 
4 άρτιος, όπερ άτοπον, αφού καταλήξαμε στο συμπέρασμα ότι 
Φ άρτιος Και ᾳ άρτιος υποθέτοντας ὀτιτα Φ. ᾳ είναι πρώτοι μεταξύ τους. 


Επομένως ο ν2 είναι άρρητος. 


Αλγεβρικός: Είναι κάθε αριθµός α, ο οποίος δύναται να είναι ρίζα ενός 


πολυωνύµου µε ακεραίους συντελεστές. 


Ανάγωγο Πολυώνυµο: Ένα πολυώνυµο {(α) µε ακέραιους συντελεστές θα 
λέγεται ανάγῶγο, όταν για κάθε ανάλυση της µορφής /(α)Ξ ια): {(4) όπου 
τα {(α). {ο(α) είναι επίσης πολυώνυµα µε ακεραίους συντελεστές, να έπεται 
ότι {ι(.) - σταθερό πολυώνυµο ή {;(α) - σταθερό πολυώνυµο. 

Με άλλα λόγια, ένα πολυώνυµο {(α) µε ακεραίους συντελεστές θα λέγεται 
ανάγῶγο όταν δεν µπορεί να αναλυθεί σε γινόμενο πολυωνύμων 


µικροτέρου βαθμού (βαθμού 320) που να έχουν επίσης ακεραίους 


συντελεστές. 


Πρόταση: Αν {(α) ανάγωγο πολυώνυμο βαθμού η και µε /(α)-0. Τότετο 
Ἰ(α) είναι το ελαχιστοβάθμιο πολυώνυµο µε ακεραίους συντελεστές που 


υπάρχει και έχει ως ρίζα τον α. (Η απόδειξη επαφίεται στον αναγνώστη). 
Παραδεῦματα: 

ο () 2/4 είναι αλγεβρικός, διότι είναι ρίζα του πολυωνύμµου (40) -4ὰ-3 

ο Ο «2 είναι αλγεβρικός, διότι είναι ρίζα του πολυωνύµου ο(α)-- α΄ -2 

ο Ο φ24 93 είναι αλγεβρικός, διότι είναι ρίζα του φ(α) -- κ΄ --4κ” ΕΙ 

ο () αριθµός 4/2 είναι αλγεβρικός, διότι είναι ρίζα του /{(ὰ1)-κ΄--2. 
βαθμός ενός αλγεβρικού αριθμού ὅ Κάθε αλγεβρικός αριθµός ὅ, χαρακτη- 


ρίζεται απ᾿τον βαθµό του και αυτός είναι ο βαθµός του ελαχιστοβαθµίου 


πολυωνύμου µε ακεραίους συντελεστές του οποίου ο 6 είναι ρίζα. 


Έτσι: 


ο Κάθε ρητός αριθµός είναι αλγεβρικός βαθμού 1, αφού αν ό -- Ρ » τότε είναι 
4 


ρίζατου Ο(α)- 4 πρ (ΡεΡ. Φεβ’) 
ο Ο 92 είναι αλγεβρικός βαθμού 2, αφού είναι ρίζα του ϱ(α) -- κ΄ --2. ενώ 
δεν δύναται να είναι ρίζα πρωτοβαθµίου πολυωνύμου, διότι τότε αν ήταν, θα 


είχαμε 


ρ.ήδαᾳ-θ-νὸλ---ᾱ και ο 92 ρητός, όπερ άτοπο. 
. 


ο Κάθε άρρητος αλγεβρικός, είναι βαθμού μεγαλύτερου τῆς µονάδος. 
Υπερβατικός: Είναι κάθε αριθµός ὅ ο οποίος δεν είναι αλγεβρικός. 


Ὑπαρόη υπερβατικού: Ἱστορικά, τον πρώτο υπερβατικό αριθµό τον 


κατασκεύασε το 1544 ο Γ 1ουν]]]α και είναι ο 


ο ο η ο Ἱ-- 
ἓνὰ 0 


Για την απὀδειξη της υπερβατικότητας του παραπάνω αριθμού χρειάζεται 


πρώτα η απόδειξη της παρακάτω πρότασης: 


Πρόταση 2 (1Π1ουν1]ε): Αν ο ὅ είναι αλγεβρικός βαθμού ν ΣΙ, τότε υπάρχει 





ακέραιος ΛΜ, τέτοιος ώστε, για κάθε ρητό αριθµό Ρ »να ισχύει 
4 





ἐ-ᾱρ -- 
4! Μα 


Απόδειζη: Αφού ὅ αλγεβριός βαθμού ν, υπάρχει πολυώνυμο 


(α)-αμχ” αι” Έ.. Γαιχ αρ µεβαθμό ν, και /(ό)-θ. 
ν γ-Ι 1 0 


1σχυρισμός: Η εξίσωση {(α)Ξ0 δεν έχει ρητές ρίζες. 


Πράγματι αν το {() είχε ὡς ρίζα το ρητό . διαιρείται µετο α . και τότε 


ῶτ[α- ο. νχεὂ 


και 


/οῦ-[ε-.)οῷ-ο. 


α 


θ-[ε ρ 


α ο. α ς 
και ό-- Π 0 αφού 6 άρρητος και Π ρητός. 


Άρα Ο(6)Ξ0., δηλ. ο ὅ είναι ρίζα πολυωνύμου βαθμού ν--Ι, πράγμα άτοπο, 
αφού το 6 είναι αλγεβρικός βαθμού ν. 
Παραγωγίζοντας το {(4). λαμβάνω το {’α) το οποίο είναι επίσης 
πολυώνυµο ν--ἰ βαθμού. 
Αν θεωρήσω το διάστηµα [ό --Ι.ὅ --Ι]. τότε μπορώ να υποθέσω ότιτο {(α) 
θα φράσεται σ᾽αυτό από τη μέγιστη και ελάχιστη τιµή του {’() στο ίδιο 
διάστηµα. Δηλαδή 

Μ.,ς/οςΜι, νκε[-1,ό-] (1) 


Θεωρώντας ως Μ΄ Ξπιαχ{/Μι].|Μ. [1 η (1) γίνεται 


4 ΊςΜις/ΓΑΣΜΙΣΙΜΞΞΙΜΊΙς 95Η" 
ΞΙ/Γ090ΙΞΙΜΙ Ὑχε[έ-]ιέεῃ (2 


Από το αξίώμα Αρχιμήδους-Ευδόξου (ακριβέστερα από πόρισμα αυτού) 


υπάρχει Μ εὸ µε Μ2|Μ’Ι.Έτσιη (2) δίνει 








ως υΥκε[-Ιιζς1. (3) 
Για τον τυχόντα ρητό -- 4 20 θα δείξω ότι 
4 
Ρ ] 
ὅ ----ιΣ ος (8) 
4ἱ Μ-α 
Η (4) είναι προφανές ότι ισχύει αν Σ]. 





-- 
4 





Θα δείξω την ισχύ της (4) αν ιό β «Ι, δηλαδή για όσους ρητούς απέχουν 








απ᾿το ὅ απόσταση μικρότερη ή ίση της µονάδος. (Γι'αυτό άλλωστε έχω 
επιλέξει και το διάστηµα [ὁ --Ι,ὅ --Ι]). Για το οποιοδήποτε Α΄ που ανήκει στο 
προηγούμενο διάστηµα, μπορώ να θεωρήσω το Θεώρημα της Μέσης Τιμής 


του διαφορικού λογισμού για το διάστηµα έ Ἴ ή α ε 
4 4 





Σύμφωνα μ᾿᾽αυτό, υπάρχει γε έ ΄ ήγε Γ «; 
4 











4 
ΤΠ ή: ήΣ]- (5) 
Γ0)- Ξ- 
ἐ-ξ -- 
4 4 
/Φ-ή5] 
ή Ωι- -- 
. 


τι με- -»(12)50 διότι ζρίζατου /{4)) 





5] πο] ε-ᾱ - (3) 
4 4 











4 4 
ος «α-μηζ-ᾖ. (5) 
4 4 








Ισχύει ότι { 5 30 απὀ τον ισχυρισμό που αποδείξαµε στην αρχή. Άρα το α΄ 
4 


µέλος της (5) είναι ακέραιος -0. 


- 


Δηλαδή Σ1 και η (5) δίνει 








ο ος μας (6) 
4 Μ 





ο Μηε-ᾱ 
4 








λεν ς τ 
4 

Το α΄ µέλος της (6) είναι άρρητος (βαθµός της ὅγεη 1) ενώ το β΄ µέλος είναι 

ρητός. 

Ἐπομένως δεν ισχύει η ισότητα. 


Έτσι έχουµε το αποδεικτέο, δηλαδή 


Ἱ 
4 Μ΄ 





4 





Πρόταση 93 (1 1ουν1]ο)ς Ο αριθµός ἕ - Σ 'Ὁ είναι υπερβατικός. 
κΞΙ ἳ 


Απόδσειζη: Θεωρούμετον Ν αυθαίρετο φυσικό. Για νΣ Ν συμβολίζουμε µε 


ὄ, Ξ --- νὰ οιὰ 
101107 1ο” 1 4 








µε ςΞΙ0” και ϱΞΙΟ” Πιο ειθὴε... 1ο ο μ1. 


Ισχύει: 


ο«ἕ- ξ-ςσ-ἕ, Ιου. 10:02! 10:09 πο, ο ο ο 








4 
κο ο κ κ ών κ κα. 
ας ο κ ο ο μα) 
κκ μμ νο μα. 

Ισ ολο 
ος 
2. 
ο 
εκδ ν. 
Δηλαδή τελικά | ε- «δρ, 








Όμως, απὀ την πρόταση 2 και το αµέσως προηγούμενο συμπέρασμα, 
μπορούμε να ισχυρισθούµε ότι ο ὅ δεν είναι αλγεβρικός βαθμού μικρότερου 
του Ν. 


Πράγματι αν ο ὁ ήταν αλγεβρικός βαθμού μικρότερου του ΜΝΜ, έστω ν «Ν 


(Ν--ν’ 51). Τότε νἕ- ρητό 3Μ εὺ: 
4 





Ρ 1 
ό 5 τς (4) 
4. Μα 


και για τους συγκεκριμένους β. ὅ, ισχύει 
4 


ε-ξ ρησν, (2) 
4 





Απότην (1) και (2) έχω: 





ο «23 -ὃ κ 
Μα Μα κἆ 
σα «2ΜΩ᾽ 


σαν «2Μ 


«(10303 «2Μ ΝΝνΣΝ. 
Άτοπο, διότι αρκούντως µεγάλο ν, υπερβαίνει τον 2). 


Έτσι έχουµε ότι ο ὅ δεν είναι αλγεβρικός βαθμού μικρότερου του ΛκαιοΝ 
αυθαίρετος. 

Άρα ο ἆ δεν έχει βαθµό μικρότερο του Ν, για κάθε Ν, πράγµα άτοπο, διότι ό,τι 
βαθµό και να είχε ο ὅ, κάποιος Νθα τον ὑπερέβαινε. 


Άρα ο δεν είναι αλγεβρικός, είναι δηλαδή υπερβατικός. 


Αριθµός ΙΠἱομνί[α: Λέγεται ένας αριθµός ὅ, όταν είναι άρρητος και εάν για 


1 


4 





κάθε φυσικό αριθµό ν, υπάρχουν ῥ και (ᾳ Σ 1) τέτοιοι ώστε: ς πας 


Πρόταση 4: Κάθε αριθµός ΓΙουν]]]ε είναι υπερβατικός. 

Απόδσειζη: Ὑποθέτουμε ότι κάποιος αριθµός Γουν]]]αε ὅ, είναι αλγεβρικός, 
βαθμού ν. 

Τότε ν ΣΙ. αφού ο ὅ άρρητος. 


ήν. / δ. / ΣΧ / Ψ. 
Απότην πρόταση 2, έχουµε ότι 3 Μ εΟ έτσι ώστε 








Ρ ] 
για κάθερ. ᾳ ακεραίους µε ᾳ 20. 
Επιλέγω Κεὸ: 
2132’.Μ. (3) 
Επειδή ο ὅ είναι αριθµός Τ1ουν1]]ε, υπάρχουν Ρ. ᾳ ακέραιοι (ᾳ 21) µε 
ς ας (2) 





Από (1) και (2) έχω ο » 
4 





Μα νο ΣΜΣσαᾳ 221” ὄά άτοπο. 


ν 


Άρα κάθε αριθµός ΓΤ1ουνΊ]]ε είναι υπερβατικός. 
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ΗΡΟΤΑΣΕΙΣ ΠΟΥ ΣΥΝΕΒΑΛΑΝ ΣΤΗΝ ΠΗΡΟΑΓΟΩΓΗ 
ΤΗΣ ΜΕΛΕΤΗΣ ΤΟΝ ΑΛΓΕΒΡΙΚ{ΟΝ ΚΑΙ 
ΥΠΕΡΒΑΤΙΚΟΝ 


Θεώρημα των 4. Τήµο-(.Π. δἱορο[-Κ.Ι. Κοίς “Αν ὅ είναι αλγεβρικός 


αριθµός βαθμού ν2], και ῥ, 4 ακέραιοι µε «20. τότε η ανίσωση 


.. 
-- 





1 
«--- έχει πεπερασμένο πλήθος λύσεων σε ακεραίους ῥ, 4, για κάθε 
4 


σος 


6αΠίΟΥ (1573): “Το σύνολο τῶν αλγεβρικών αριθμών είναι αριθμήσιμο, ενώ το 


σύνολο των υπερβατικών υπεραριθμήσιμο”. 


ο ΠΙρακτικά η προηγούµενη πρόταση σηµαίνει ότι οι υπερβατικοί είναι “πάρα 
πολύ περισσότεροι απὀ τους αλγεβρικούς ή αλλοιώς, η πιθανότητα να 


επιλέξουμε αλγεβρικό τυχαία ανάµεσα από τους πραγματικούς, είναι 0 ()) 


Ψοἰογδίγαδς: ' Αν αι,α.....ᾶ, διαφορετικοί ανά δύο αλγεβρικοί, και 


γ 


ον ιαφορετικοί από το 0, τότε ῥι -οἳ --β, ο ε...Εβ, ο 5-0”. 
Γ1β2).9ῤν διαφορετικοί από το 0, τότε βι «εὔ -β,"ε νε θτ 


Πρόβλημα-Ερώτημα του ΗΙβρονί (1900): “Αν ζαλγεβρικός με ὅ--θ και ὅτε] 
και β άρρητος αλγεβρικός, τότε ο ὅ/ είναι υπερβατικός 23. 
ο Καταφατική απάντηση δόθηκε το 1934 απὀ τους (εἰ Ταπά-δοππείάετ και 
έτσι γνωρίζουμε σήµερα ότι αριθμοί της µορφής π.χ. θε ' Ὦ ών Μ2 ο. είναι 
υπερβατικοί. 
ο Η βασική τεχνική που δημιουργήθηκε την ίδια εποχή για την απόδειξη της 
υπερβατικότητας ενός αριθμού ὅ’ - ἕδ συνίσταται στην απόδειξη του ότι 

βέηξ -- ἐηζ'-0. 


Γενικότερα απεδείχθη το εξής: 


1 


4. βαΚον (1966): “Αν ὅιιό,.....ὄν και βι.β2.....ῤν είναι µη µηδενικοί αλγεβρι- 
κοί αριθμοί τέτοιοι ώστε οι {πζι., ἐπζο....,ἐπό, να είναι γραμμικώς ανεξάρτητα 


στοιχεία υπεράνωτου ὃ , τότε βι4ηζι -- β,(πζ, -Ε... Ε Από, 0”. 
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Η ΑΡΡΗΤΟΤΗΤΑ ΤΟΥ ΑΡΙΟΜΟΥ ο 


Πρόταση ὁ: Ο αριθµός 6 είναι άρρητος. 


Απόσδειζηῃ: Από το ανάπτυγμα κατά Ταγίοι τῆς συνάρτησης ε” έχομε: 














1 ο. α ή 
ε τπτ Ἔτς Ἔν Ἔπ Ἕ 
ν 2 γ 
Για χΞ]1 έχοµε: 
1 Γι 1 1 
ϱ Ξ6ξ]----Ἔ--- τιν Ἔτ Ἔ νι» 
πμ 2 31 γ| 
ΓΕ α 1 1 1 1 1 
ΕΞ Ι---- Έτ Έτ Ἔτ Ἑ .. .. ης 
πμ 2 31 νι ἰ(νΕΡ! (ν-2)1 (ν--2) 
ο οσο (4) 
2 31 γ| 





Θα αποδείξουµεότιθς«κ,« : 
(ν-ΕΡ! 


Πράγματι Κ, 20, προφανώς ὡς άθροισµα θετικών όρων. 


μα αν ο ο ον 
(ν-ΕὈ! (να 2)! (ν 3)! 





Επίσης 








1 | 1 1 
Κ/Ξ . Ἓ μι 
(νΕὈΗ ν-2 (ν-2)ν--3) 





Κ,« : π : .. . τω - (άθροισμα απείρων όρων Γ.Π. 
(ν-ΕΡ! 2 


με αιΞ] και 1Ξ1/2) 


2 
ν----ς-. 
(ν Ες Ώ! 


Ὑποθέτουμε ότι ο ἑ είναι ρητός. Τότε 
α - : 
εξ Π µε α,β θετικούς ακέραιους. 


Μπορούµενα θεωρήσουµε(νΣβ καινΣ 2) νεὸ. Τότεη (1) δίνει: 


α ] ] γ]-α γ| γ 
εξ- -Ξιἰε]Ε--Ε...- Εντ -Ξνηνη--- Ε.. Ἔ-- Ἔν]κν 
ῤ 2 γ! ῤ 2] γ! 
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Στην παραπάνω ισότητα είναι παρατηρητέα τα εξής: 

ο Το αριστερό µέλος είναι ακέραιος (διότι ν» 4 και άρα το ᾖ είναι 
παράγοντας του ν!) 

ο Το δεξιό µέλος αποτελείται απὀ άθροισμα ακεραίων όρων πλην του 
τελευταίου όρου γ]Δ,. Όμως έτσι, και ο τελευταίος όρος ν], πρέπει 
υποχρεωτικά να είναι ακέραιος (Ως διαφορά ακεραίων αν μεταφέρουμε τους 


υπόλοιπους προσθετέους στο α΄ µέλος). 








Άρα 
γ], ακέραιος 
2 
2 ο 0«νι,«ν 

κα θ«,« (ν-Ε 01 

(ν-Ε 1 
Ξ0θς«νκ, -- « -οᾖ, 
ν-Ε 1 (523 


Δηλαδή ο ακέραιος ν)Κ, ευρίσκεται μεταξύ 0 και 1, πράγμα άτοπο. 


Ἐπομένως ο ϱάρρητος. 
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Η ΑΡΡΗΤΟΊΗΤΑ ΤΟΥ ΑΡΙΟΜΟΥ π 


Για την απόδειξη της αρρητότητας του π θα χρειασθούµε κάποιες βοηθητικές 
προτάσεις-λήµµατα, τα οποία θα χρησιμοποιηθούν στο σώµα της απόδειξης 


και τα οποία παραθέτουμε: 


.πεὸ (1) ισχύουν: 


ήμμα 1: Για την συνάρτηση {,(α) - χατα) 
η 


1. ος 0) « τι και θ«κ«1 
πὶ 


πο πο 
π] κ--ο κ 
ΠΠ, Γ.0(0)-θαν πι «ή ή πιΣ 2η 


000) -- ακέραιος αν η σπις2η 


Ἰ 


ἵν. Γμ(α)Ξ {4 --α) και 
ο (3) .. (-υ” μἩ 4 -- κ) και δά ) -- ακέραιος, για κάθε πι. 


() Απόδειξη του ότιθ« {()« α σκχε(θ,) 
Η! 


Έχω 
ος ο ον 
θσ-χ Ἔ-]ἶ -» 
.1γθσ]1-α οἱ -ἰ-» 
.δ]-α20 


Με πολλαπλασιασμό κατά µέλη πρώτης-τελευταίας, έχοµε: 
Με πολ/σμό µε τον εαυτό τ 
ϱ «αί-) «ι -/ δαν ͵ 
η--ἶ φορές 
0ϱὔ «κα (1-1) «1” -» 
ϱ «4 -α)” «1 -» 
0 . Χ” (1 -- κ) » 1 
πι πὶ Πὶ 


π] 


- 
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. 1. ᾗ 
(1) Απόδειξη του ότι Γι) - (1 ον 
Η/ κ-ὐ κ 
Με χρήση του αναπτύγµατος του Διωνύμου του Νεύτωνος έχοµε: 


ο πμ ορ, 
Π. κΞ0 Μ. ΚΞ0 


(11) Γενικά μπορούμε να αποδείξουμε επαγωγικά, ότι 
(προ Ό-2).. (ρα). 
Από το παραπάνω, είναι φανερά τα εξής: 
ο Όταν η τάξη παραγώγισης πΙΞ Ρ. τότε 
(«23 -- ρ(ρ--ὓ(ρ --2).. 2.1. αἱ 
ορ 
ο Όταν 5 ρ.τότε (κ!) -0 
ο Όταν Ι« ρ έχοµε ένα µη μηδενικό μονώνυμο του κ, δηλαδή 
(προ ὑ-2).. (ρα). 


Από την (11), έχοµε ότιη {/(α) µπορεί να γραφεί στη µορφή 


Ι 
α)Ξ σου” Γεια”. Εογχ”  .. Ἔσομα] 
Π] 


όπου 6ᾳ.6ἱ.62...02 ακέραιοι. 
Έτσι: 
9 Αν η τάξη παραγώγισης πι είναι μικρότερη απὀ ῃ{, τότε η αγκύλη 


αποτελείται µόνο απὀ µη μηδενικά µονώνυµα του αχ, συνεπώς 
1 
ο (ϱ) --[θαθ-.. «01-06. (πςβ). 
Π 
Φ Αν η τάξη παραγώγισης πι είναι µεγαλύτερη απὀ το 2Η, τότε όλα τα 
µονώνυµα της αγκύλης είναι ήδη 0 και βεβαίως 
{0(9-0,. (2Η). 


9 Αν η τάξη παραγώγισης πι είναι μεταξύ Π και 2Η συμπεριλαμβανομένων, 


τότε: 


16 
ώμο] ο. µονώνυµα του αχ] 
ΕΞ . «6ι(Π-ΕΤ)Η- µονώνυµα του χ] 
ά... ππῑθ 0-6) (1 3 2)Η- µονώνυµα του α] 
ϱόδϱ- τπῑθ 034 ...0 6,  (2η)!] 


Έτσι, για κΞ0 έχω 


{.(0)--αμι 
ηἱ 


ΓΑ (0)----ᾱι(α ΣΤ] 
ηἱ 


{ ()- το, (2η)! 
Η. 


Οι οποίοι, είναι όλοι ακέραιοι. 


(1ν) Στην αρχική συνάρτηση, θέτωντας στη θέση του κ, το ]--κ., θα έχοµε: 


ο ωρή κωδ α- . α΄ 


Πὶ 





[κ (). 


Παραγωγίζουµε χρησιμοποιώντας τον κανόνα της αλυσίδας (σύνθεσης 


συναρτήσεων) και έχω: 
{ 00 {ιν ᾱ-α)τα--α) (θ) --ᾱ) 
ᾗ θτ(υθα-)α-)(οςοα-) 
27 (θήρα ρα ον”. ο, χ) 


ωδή» λα, ο. χ)-(1--κ) Ξ-(- μ’ «ΙΟ -) ὁε.δ. 
Επίσης απ΄ την τελευταία σχέση για κΞ1 έχοµε: 


απ ω- συ” Ο)ς, ακέραιος, ν μι. 
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ήμμα Π: Αν αεθ και «20, τότε υπάρχει 


ρε σηΣηρ 
π 


Απόδειζη: Αν θεωρήσουμε Π ὸ|2α| (Ἠ) τότε 


πε 


α 
(α-ς Ώ)! 


[η 


ἄα 


Ἰ 


1α 


« 
ῶ 2 


α 
π-εΙ 





























πι πὶ 


Γενικά για κάποιο συγκεκριµένο πρ | 2α| θα έχω διαδοχικά: 






































αἱ 1 αὉ 
(αρ ΕὈ! 2 
αοἳ2 1 αοὶ 1 α0 
- 
(αρ 2)ἡ 2 (η, εΟή 22 1η 
απο 1 αὉ 
--- (1) 
(πρ) 23 πι 














Η (1) ισχύει για κάθε ἆ εὸ. Το β΄ µέλος της (1) είναι µια μηδενική ακολουθία, 


αφού 








] 

τεσς ο 

2 Ι. Ἰα” 

πο ο πο 
-οί Πρ: 

πρ 








Έτσι το α΄ µέλος της (1). είναι µια ακολουθία που φράσσεται απολύτως, από 


μηδενική. Επομένως θα είναι κι᾿αυτή μηδενική. Δηλαδή 
πρ ΓΚ 


απ ο εδ ἠ τς νο σηΣη ἠ 5 νου πεὸ’. 
0 
(αρ -ε Κ)Ι πι η] 


Έτσι, για δεδομένο ε20., θα επιλέγουμε πῃ ὸ|2α| και στη συνέχεια 








1 Ἰαἲ 
τε οι τι Κοξ ή 
0 
21ο [η] 
πρ 
[0] { . 
Κο ῃσ28 ή 
πρ 
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[ο ; ; 
2 το οποίο υπάρχει. 


Πα δ 











Τότε, το ζητούμενο ρ θα είναι το Πρ -εΚρ και 
[η 

ἄα 

η] 


ήμμα ΠΠ: Εάν π᾿ είναι άρρητος, τότε και π άρρητος. 


«ενηΣπιΕζρξπρ. 





Απόδειξη: Έστω ότιπ ρητός. Τότε έχω ῥΡ.ᾳΕεΡ: 
- 2 
ποπ] -- ] υπ - ως ρητός όπερ άτοπον. 
4 4 4 
Άρα ο π είναι άρρητος. 
Πρόταση 6: Ο αριθµός π΄ είναι άρρητος. 
Απόδειξη: Έστω ότι π΄ ρητός. Τότε υπάρχουν αεβρ. δεβρ᾽: 


2 ἄα 

πο ρτον 

[ο 

Ορίζω τη συνάρτηση σ ὡς εξής: 

σα) -- ϱ” [π.δ] () απ δω... 0" 22). 


Αν θεωρήσουμε ότι εφαρμόζεται η επιµεριστική ιδιότητα στην (1). τότε για 


τους συντελεστές θα έχω: 


-ᾱ1 ἆ 
Εν δι, 





π. 21-24 πρ 2γη-κ αἱ 4 ματ. 
ὑ'π μπα ο Ξ ρα 
Δηλαδή, όλοι οἱ συντελεστές είναι ακέραιοι αριθμοί. Επίσης απὀ λήμμα 1 (1) 
και (1ν) έχω ότι 

Γ00(0). και /Γ() ακέραιοι νη. 
Από τα προηγούμενα, ευθέως προκύπτει, ότι 
σ(0) και σ(1) είναι ακέραιοι. 
Παραγωγίζουµε δύο φορές την (σ(4) και έχοµε: 
σα) μὴ ρω-π δω. ω. 


Παρατηρούμε ότι ο τελευταίος όρος της (2) (-Ώ)/6"" (9) -0. διότι η τάξη 
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παραγώγισης έχει υπερβεί το 2Η. (Λήμμα Ι (1)). 
Πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη της (1) µε π και στη συνέχεια την 
προσθέτουμε κατά µέλη µε την (2), όπου µετά τις απλοποιήσεις λαμβάνουμε: 


σα) απ) σα) -- ϱ)π) Ε(4) -» 


σι κπ2σ(α) -δ” ο ῶ5 


Η-Ε 





. {0 -» 


σ'(ϱ) επ΄ σ(α) πα” Ρα). (3) 


σ (0 καπ σ( --δ” 





Θέτουµε Η() -- 6 (Φ)ημ(αχ) --πΟ(α)συν(πν). 

Παραγωγίζοντας της Η(«) λαμβάνουμε: 

(9 Ξ [6 (4) ημπχ Επσυνπκ «ο (α)]--π.[6 (0συνπα-πᾶ(α)ημπχ]-» 
Η΄ (9 - 6 (α)ημπκ «πσυνπτ: ( (α)--π- (4)συνπα - π Ο(α)ημπκ 
Η(α)Ξ[σ’(0) επ’ σ(α)]ημπεΞ» (λόγω (3)) 


Η (0) -π᾿ -α" [, ο) ημπε-» 

[η ωάν ας [π)α' {ημπχάε-» 

ΠΩ ΠΟ τ΄ α/ ολημακάν-» 

(σημα --πΟ(Ώσυνπ) --(6(0)ημθ --π-6(0)συνθ) -- α᾿ [α' Γωημπκάν- 
α [σὺ σ(ο]--π’ | αἩ [,ημπιάν-» 


(6(3 «- σ(ο) πα ]α/, (λημπκά. (4) 


Το α΄ µέλος της (4) είναι ακέραιος αριθµός, άρα καιτο β’. 


Εξάλλου απὀ το Λήμμα Ι (1) ισχύει: 
οκ ῶς-., για θ«ακ«ς]1 - 
πὶ 


0.πα”ημπχ «πα ημχ: {(α)« -- 
η 


{2για θ«κ«1-» 
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1 [η 
[οῶχ « π] α” {,(α)λημπκᾶκ « [ πχ ο 
0 0 ϱ π 


νι πα” 
θ«π[α {ιαληµπχάχ κ (5) 
0 πι 


Η σχέση (5) ισχύειγια κάθε πεὸ. 


Σύμφωνα µε το λήμμα ΠΠ, υπάρχει πρ, έτσι ώστε 


[η 
πα 
σποτ «Ιι νηΣπῃ. 
π] 


Έτσι η (5), αφού λάβουμε υπόψιν και την (4) δίνει ακέραιο μεταξύ 0 και Ι. 
πράγµα που είναι άτοπο. 


Επομένως ο π᾿ είναι άρρητος και απὀ Λήμμα ΠΠ έπεται ότι π άρρητος. 


